Traffic with an FBM limit: convergence of the workload process by Dȩbicki, K.G. (Krzysztof) & Mandjes, M.R.H. (Michel)
çC e n t r u m  v o o r  W i s k u n d e  e n  I n f o r m a t i c a
PNA
Probability, Networks and Algorithms
 Probability, Networks and Algorithms
Traffic with an FBM limit: convergence of the workload 
process
K.G. Debicki, M.R.H. Mandjes
REPORT PNA-R0220 DECEMBER 31, 2002
CWI is the National Research Institute for Mathematics and Computer Science. It is sponsored by the 
Netherlands Organization for Scientific Research (NWO).
CWI is a founding member of ERCIM, the European Research Consortium for Informatics and Mathematics.
CWI's research has a theme-oriented structure and is grouped into four clusters. Listed below are the names 
of the clusters and in parentheses their acronyms.
Probability, Networks and Algorithms (PNA)
Software Engineering (SEN)
Modelling, Analysis and Simulation (MAS)
Information Systems (INS)
Copyright © 2001, Stichting Centrum voor Wiskunde en Informatica
P.O. Box 94079, 1090 GB Amsterdam (NL)
Kruislaan 413, 1098 SJ Amsterdam (NL)
Telephone +31 20 592 9333
Telefax +31 20 592 4199
ISSN 1386-3711
Æ  	 
 
		    
 	


  



 	 

 
    

  ! "#$ %  &'
( !')* +, -./0  &' 

1 !$ %   2  "#$ % '
 	 + - 3 3   

	
			 Æ        	 

   
    ! 
 
  
 
    	
!  " #$ 
 
   " 
%	  
% 
! 
   %$ %	  $  	  ### &
#  ##$ 
  '  

 
 %	  %
 
  !"  # ( 
 ##   
 
$   
%Æ
'	 %$ 
 ##  

   	 )*+,- #$ )./,*$ 0*,,$ )*12- 

   3" $ 1 #$   $

%Æ %$  %	
  4    
 4( # 52,*2 + 67!   ## !
+8  	 - 5*9 *,2 ,* ,**2,**9
2
 	

 
  	  !!   
 ! 
%%   
    
 
 !   	 
 ! % # % : #;$    5
#$       #   /%  5
# 
 %  	     ! 	  $ 
<
!     	 
 200*$ 
%$   
 <
 "   Æ  /  
% ! ##  !	 

	!! "=   
  
 ##  # $ 


%   "$  
   	$    

 />1> # $  

 
% ! % 	   5 #$
  
 !    < $  	 
  
    % ! ''$ 4	$  
 ?2@A$ 
 
 
  
##  " $ 
   "# 
%   %$ %	
 !   B$  
 %	    %%C   

!     	 	$ 
 
 : ; #  D	
 
  < $    !    $ 	   $  
   
  
  
 ! %   
   5  	 	

   ?2@A 
 
 
   
 !  
 C 


     % $ 
 Æ # %	   ! EF%
$ 
 
     ! /
$ $ DF$  	
?2*A <# 
 
   =     #% 
  	 !
    %  
  	
 !  
 
  ! EF% $ 
   ! 
 ##  
  
 

 %  
 #
  		 #  !!  Æ
  
   '	  
 # Æ  $ $   5
   #  
 	 $  
  ' 	
 !
&    #$ 
D !  # $ 
   %		
?22A$ $ 
 #!!  <	 !" %   	
  
  <#



   !% 		 
 	 #  #	 
 #
 <# !  ##  
% "  #<  
!"  &    
 
 			 # #  %	 
?*   
   # 
   
 #    "
! !' 
   ' 
  #    %

 '	 # %$ 
  	 # 	   #C
  &	     '   $	 # "
$!    #     '  
 "( (  

 
  !
  
 # ##
(  #
D 
 
 '   %$  
   
 

#   #  
 # Æ / #$ 
  

,
  
 
     ' 
 %  	  ! 
#


	$ 
 
  
   Æ 	 
   ? *A 

 # #     ?*$ 
  ##	 

 ! ##$  
    !% 
 
 %	  
 # #
 %  
 
4
  ##  
 
 %	  % #   $ 
!    #  
 % '  
 %	  %  

!"  ! ( 
 #   
 ! ! + 
 ?.AC   #  #D 
 '  !  <# " 

  /
  %	   ' 
 1 # 

 3G
! # % $   	 	 
   	
D ! 67!  5 ?)A  	 "  
  	

    ?-AC % ! 
  %	  
 ##  
  # #   5 #$   %  
 
 %	
 %  
  #
( 
 #   #  
   

 !
    	 
 $   ?2@A (   
   
 :
  	;  
*$    ( ## 
  
 $ 
	
  
% 
 %	  %
#$ 
 %	    %  
 !"  # 
 
  
  
 #  %	 ## 

 ##  	D   (   
    # 
!  )  
   
 	  	$ 
  *
% 
 
  5  #%   +,
   



  	
	 4    $ # H 

 Æ   
   !   "= 	 
  Æ 
	    D #   2 
 % # 
  '   %!$ 
  
 !    %! 


 %  

 
  #     '$ !   
%! 


 %  

 ( $ !
 '   #
E 

 


% !  

  

$ #%$  #
 ! 
I


 
I


 	 
 

CJ  

  
 

CJ  

  $  
% 
 
  #  ' $ 
  CJ




K 

 (    # 
 	  #  
 
 "
	 
 - "	    !		 $!. 
9
   # $  $. , ?LA$ ?2*AC
2
I


 J 




  

 2 ,=
,
I


 J 




  

 2 ,=
9
I


 J 
I


   
I


 J 
I


  
 

  

  		 $!  ,
	 

 /	 !	 "". , ?)AC 

  

  		
   

  

. "$	.    

 

 
 

 

 ,
E 

   $   J 2      $  
 Æ   
 
 $ $ 

 J 2
*      "    E   
 %    	
$ $  CJ  %

K  


4  



    J

         
 ' 

 # 

     %	            
/%$ ! 



J

 $   
 '   %! 

%	
 !   %!    
   4   
 0 ' % !   	 #
        
 #     
  
! ! !


J

 	   *
 	

 J *


 	  *    
  C    # 
 !"  #  
H '  
 
 #     
   	
8  
 			 Æ      
  #< $  

Æ 	  
 % ?  A$ 
  	 C


 CJ


	


 


  CJ


	



 
 # 


*     
  $   

 CJ

 


*  J

,




	

 ,2
4    
 H ' 

    	% !




J



 	 

  *=


 	



 J *
,,

$   	%  	  *$
 CJ

 



 	 CJ 	K 




 
 ,9
@
 
 

 	
 8 
  #D ,9 
 !  
 '	 C
  

 J 




 
 	

$ 	 
 29  %% ?@A$ 
 < 
   




 
  C #  #  
 H ' ,,$ 

 ! 

#




   * J


#
	



  	     *



 



   J 
	


       *    *
( 
 
    ##   ##  



   *$  

	  6  


        1 # 
%	 

 %    	 " $ $  %


K 


 J  &

$   ! 



    1 # 
 
 



  
 J




    3!% 
 

 CJ  %



 K  



 J  	$
    
 #	 H ' 
	





J







 	 

  *=






 	



 J *
,@

 

CJ  
4	 


  CJ


	




$    
  !"  #C




   * J


#
	





  	     *



 < ##    
 92   92  ?)A
	 
 1 /" ,  . .     *.
 




 



   *

J





   *=
 





   * J





   *
  
	 

''$ 4	$  
 ?2@A 
% 
 %	  
 % # M 
 	 	 
   #  5# 92 M   
  

 
 %	 M  
  	 	$  #D ,9 M  

#	  #   '  !  $ 0  

H     




* CJ #
	


 K 	 J

#
	


 	
-
  #% 	  *  

      
  #   2, 2A$
$  <#$   1 # 
  $ 
# #
 $ 

* J *  %  

 J 

 
  H
 # 



   *$  
 #




   * J

#
	




 	     *


( 
 '   
 	  C
  9

 

, 9-

 2  ''$ 4	 N 
 ?2@A   
 L,-  4
 ?2-A  

	
 	   #%  %	 # 
 	 ##$
	 
   H 
	  1 /" ,2  , 	. .  "3 ,9.







*  	   * J



 	   *
  " ),2        


*  "	
	 .     *.







  	    	 
J





 	    	  9)
5# 92 # 
 %   


  ! ##< ! 

###   

 ( #$ 	 
 

* J *$ 
 
!"  

     






 J

#
	



 	 9L

  9L   #  
 %	  
  !" 
# 



   *  H $  
 #     
?* 
  %	$ 
%$  %$   
    
 C
 
 1 /" ,2  , 	. .  "3 ,9.








   * J





   *
, 
  #  	%   -, 
 # '  # %  H   
   !"
 E 



* ! 
   !"   
 

   * H
 
 	  	% 
 
    ##<	 

 !"  



* ! H $  
 ##  ?22A
  1 /" ,2  , 	. .  "3 ,9.








* J

#
	


 	 JC 



*
, 
 #    
 9,$ ##	 
 

    
%! 
)
  
	 

(  9  D 
 #  



   *  
 	! 	 !$
$    ( 
     
 ## $ 
 $   * 
 
#  
   
 
 %	  
 # #    %  

!"  # 4 !	 ! 	 
  %	  
 # #
  1 /" ,2  , 	. .  "3 ,9.

	





*  	   * J



 	   *
,  # #  #   -9 
6# 
 %	  	%  
 @2$  ## 
 
  
 # 



   *   %	  
 ### H  /
%$    % 
% 2 %	$    
 	 

 
 1 /" ,2  , 	. .  "3 ,9.

	






* J





*
,  # #  #   -9 
  4  "  - *,  		 

	






* J

#

	






 	


*


 


   *     5 "    $
    $    ! # "    *,
 

  # 
 #  
   
 #%   	 $
   !
   
    # 
 	
 		
  1 /" ,2  , 	. 
 
	





J *=
 

  		 $67
 

  !		 $!    6 ,,
L
, 8 
$   # ,,$ 
 " # 

   *  

 $ $ 	$ 
 ,  DD ?29A 
 # 
   
 *      '  # ,2
(   #%   Æ  ! 





 J , 

  

  -.

   *    %	   
      #
 ,2$  	 ?LA

 #     ,2  +; 
 ##   -. 
 
 8    ?    5 "   
   %< $   , -.     *.

	
#

 	  

	 
	
#




  	  


, &  %< $  
 
 !
  
   	  	 ,
   K *  ,   K   ,   (   * J *$ 
 
     
       
 
   
 #
 % J
  K     
,
-0

  K      
,
J   
J  %




  


 



 -0   
   
       $ 
  # 
 #$   	
  ## #; ' M  	 

2  ?2,A 
  4    *  6  

      

 	 



 


*   %<    ?,
, 
 #    #   E -2$   
 

 
 


 


*  J 



  
     	 

 #  
     9  	%  
 #C %	  

 !" $ %	    !$  
 
%	 
.
  
 
 	
  
  

  $

   	
  
 









* J





*
5# ,2$ # $  
  
   *$ 





* J





* 

     #% 







* J





* -2*
8 
$   
 %!  1 #$ -2*  '% 



	
#
	





*  	  

J 
	
#
	


 	  

-22
 
      
  #    
 # ?* A  
$ 5# 92$ ! 
 
  ##	 
$ # 
  
   $   *




#
	






*  	  

J 

#
	



 	  


$  Æ   -2*  
$      $

	
#
	





*  	  

 *   
	    	  E -9$   Æ 	$  




*  
%<    ?=   * '$  E -,   
$     $

	
#
	





*  	  

	 
	
#
	



 




*  	  


$ 	 
  




*  J 



 $

	
#
	






 


*  	  

J 
	
#
	







  	  

J 



#
	





 



 	






 

 



J 



#
	





 



 	






 






 
 




8$     E -2$  5; 
  	 
 2-)  ?9A$ 
5# ,  
 ##<  ?2*A$  Æ 	   





 

2
,




   , 	$   5; 
$  Æ 	   $






 






 

2
,



0

 !  2, 2,   
%    C




#
	





 



 	






 






 
 



	 

#
	








	
,


 



 	
 
   
 #% # %
        $  
 
 
  	
   =  2,  !  2, 
 #

 #  
 %	  2 !
  
 
  	
 	
	 
 	
 
 #  	  # 2 &  
   

  

 *$ 

  

  $
"   $  

 

  

 

 
 







  

 





  

 J
J 
	
#







 

 	

   

     #







 

 	

   


	 

#











 

 	

   

  J 2     "

K
K


	

	
#







 

 	

   


J 

#











 

 	

   

  J 2     "

K


	

	
#









*  	  



8 
  #  !    # 2
 ! "		 6  
 .9  	 ?,A  E% ?0A$  

	
  



   *$  Æ  
 

  
 #$ 
 <  $ 
 
 



*  $ 	 #     2=
  
 % #  *$ 
 < Æ  * 2  


 



#
	Æ








  %

	 #Æ -2,
    

   *
8 
     
 %	 





* J





*$ 
# 2 4 
    4   !% 
 
  




   * # 









 J





 



*=

  Æ  #% -2,   J * 6 	
I


 CJ 





 	  &

  CJ


	
I



2*

 	
 	  %
#
	
Æ








* J #
	
Æ





#
	
&

'  #

&

' *





J #
	
Æ





#
	
&

'  #

&

'  K&

* 





	 #
	
Æ





<

#

&

'  #
	
&

' 

 #

&

' 





K #
	
Æ
&

* 
J #
	
Æ





<

* #
	
&

'  #

&

' *&

* 






K #
	
Æ
&

* 
	 #
	
Æ





#
	
&

' &

* 





K #
	
Æ
&

*  -29
J #
	
Æ





 #
	
&

' 





K #
	
Æ
&

*   -2@

 -29   '  
  
 !

#
	

	

I




	

I


  #




I



  	%  B<# -2@   D !
#
	
Æ
#
	







I







K #
	
Æ





	

I







J , #
	
Æ





	

I







 -2-

 ## ! -2- # 



#
	Æ








*  %

	 

#
	
Æ





	







 	




 %,


& 5# 92   





#
	
Æ





	







 	




 %,

J 

#
	
Æ


 	  %,

 
  Æ  #% 


Æ	
Æ

 

#
	
Æ


 	  %,

J * -2)
! 
    


#
	
Æ


 	  %,

	 ,

#
	
Æ


  %, 	Æ

22
J ,

#
	



 
%, 	Æ
Æ


-2L
J ,O
	
%, 	Æ
Æ


2 K 2 -2.
J Æ
 Æ  *$ 
 O  
  !      %!
 -2L   
   

 B' -2.   '
 
  
 

#
	



  O J 2$  
 2   ?2A

 # 
 # 
    	 	 

   
 #  
 @2  @,
    5# ,2$ # $    
    G	 

  E% ?0A$  Æ  
 


	





*  	   ?* A J



 	   ?* A -20
 
   * 
 #    #C %	    
!  	

  
 
  	
 	
	  
$  

  *$ 


*    1 # 
    
 %
  


*  # ! 
 %   


* $  
'  
   ! 
$    # 
 #  

#$  Æ  #% 
 # %	   




*    

 J 

   *
E   * ! 	%  
  




*  J 

 

  8 % #  
E -2 4 
 ! 
 	 

	
 




*  J 



 # 
 #  
 %	    !
  "		 E   * ! 	% 6  
 2,9  ?,A  
  




*  
  $  Æ  #% 

 




*  	 (  

   ($ Æ    *     ?* A
G	   E -2   
 
 <  

 * 
 
  
 '  * 

A


' 
2
,
*'


/%$ 

' 	 *'

 
 '  * 
 




*  J


 


 
	
*





*

J ,

2,
 
  	 

   ?* A 
 # 
 # 
   
 6  5# ,2 





* J





*  
   *
4 D 



*    * 	
 # 




*   J 
	
#










 	  

J 
	
#


 






  	  

J 
	
#

2
 






 	  

J 
	
#

2
 







	

  

J 
	
#








	 

   

 
   * (%	 #   E -2$ 
  #  @2C

	




*   J 
	
#







 	


*  *




	
#







 	


*  *

J 
	
#







 	


*  *

 


*  	


* J   	
J 
	
#



 	  

J 



*  
 
   *$  

 J

 $ 
       %!

 # 
 # 
	
 	
   	     	       !	
 " 	 		   	
	 
 ##$#%&
' 	(
 ) %   	
	 
 *	 +
 ," -.
/ 	(
 ,0
 !
 12 3 4(
 *5 6 
 

 1( 7	8
)
 1(
# 8.8
  6% 
     	(
 ," -.
 1
 * 3 9		
 : '&&'  )	   ; 8<"  
 !"" #$$#
% =>.
 : 3 )".
 ?  08 Æ   	@; <  
% 
 /'6$//
29
6 0
 =
 9	.
  3 	.
 !  08  	 	( 	( 		
	 A,BACC  	  <  
 "  
 #$%
 :.	
 D
 3 9.
 4 # C  8	  	 A		@7	. 
	 &   
 #&/$#6
 5	8
 4 6/ +. 	8(	    	 	 		 	 
		  &   	
	 ' ($)*(#(
& 2.
 4
 9	.
 
 9EF	
 0 3 (	
  '&&' G 	". Æ  
  5F8 	  	 "		 	   	 
 '/$%
 ,
 G #  (  " @ 	  % 
 /6$/%
' )(
 DG % % %     +

  
 ,
4		  2 2	( #
 2
 )8	
/ EE.
 + & 1	 5 4 	 &  ."	  	 


 
 #$6
# 4HH
 2
 +	(
 + 3 	
 9 6 )   		  	 @
Æ 	( % %%  
 $'/
 +
 + '&&' @) 5 	(
 ," -.
2@
